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‘! Ady .

Hallar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son:

P=(12-1) Q=(3,4-6) R=(21-3)

VOL = |R(Q x R)|

Solucion: Usamos el producto triple

#2 - ARELA APAZA
DARIO JOSE

(-12-3-24)— (-8 — 6 — 18)

~39 — (-32)

-39 + 32

Volumen= |-7| =7
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Construir un vector de modulo 5 y sea perpendicular a los vectores (1,-1,0) y (0,1,-1).
Solucion:

Sea el vector: rée (B;1; By; B3)

\/312 FBZ4B=5
~.(1,-1,0) =0 i Bi—B, =0 ;B; = B,
;.(0,1,—1)=0 ; Bp—B3=0 ; B, = B;
Remplazando en (1):

B?+B2+B5=25 , B;=

Iy

l
Entonces: == \E(l,l,l)

#3 - ARISACA TORRES
MARK GREGORY
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Un objeto efectua un desplazamiento B = (8, -2,1) partiendo del
punto A =(2,5,1). Hallar las coordenadas de su nueva posicion.

Solucion:

4 =(2,5,1).

PorlasumadeAd + B

_______________

i ; A+B=(2,51)+(8-21)

.......... | —>(10,3,2)

#4 - BENAVENTE LEON
SHAIN JERSON
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Dado los vértices de un triangulo A= (1,1,1) ,§ =(1,-1,1),

¢ = (—2,1,—1). Halle el &ngulo que hacen los vectores Ey AC.

SOLOUCION:
A=(111)
’ #5 - BENITO CHAMBI
MIGUEL ANGEL
C=(=21-1) B=(1,-11)

1. Analizamos AB y hallamos su modulo.

AB=B-4A=(01,-11) - (1,1,1) = (0,—2,0)

|[AB| = /02 + (=2)2 + 02 = 2
2. Analizamos AC y hallamos su modulo.

AC=C-4A=(-21-1)—-(1,1,1) = (-3,0,—2)

|AB| = /(=3)2 + 02 + (-2)% = V13

3. Aplicamos el producto escalar:
AC - AB = |AC||AB| cos 6

s d AC-4AB _[(0.(=3)) + ((=2).0) + (0.(=2))] _
|AC||4B| 2V13

cosf =0

% 06 =90



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO - PUNO u

s
Dado los vectores A = (1,1,1), B = (-1,—a,a)y C= (a,1,—a) éCudl es el valor de
a para que el volumen definido por los tres vectores de igual a 7?

Solucion:

El volumen de un paralelepipedo formado por tres vectores se encuentra mediante el
producto mixto de los vectores: V =| A- (B X C) |

Paso 1: Calcular el producto cruz B X C:

i j k
BXC=|-1 —a a
a 1 -—a

BxC=i(-a)(~a) -~ (Da) = 7((-D(=a) - (@)(@)) + k (-1)(1) ~ (—a)(a))
BxC=i(a’?—a)—j(a—a®) +k(-1+a?
Simplificando: BXxC=(a®—a, a’—a, a’—1)
Paso 2: Calcular el producto punto: A - (B X C):
A-(BxC)=(1,1,1)-(a®—a, a’—a, a*-1)
A-(BXC)=(1)(a?—a)+(1)(a’?—a)+(1)(a’-1)
A-(BxC)=3a*-2a-1

#8 - CCAPA ANCCO
Paso 3: Resolver ambas ecuaciones: GIAMPIER LITMAR
Para la primera ecuacion:
3a?—2a—1-7=0
3a’—2a—8=0

Aplicando la férmula cuadratica:

_ —b+VbZ—4ac_ —(-2)+y/(-2)2—4(3)(-8) _ 2+V4+96 _ 24100 _ 2410
a= 2a - 2(3) 6 6 6

Esto da dos soluciones:

al=2 , a2=-4/3
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Demostrar usando componentes:

Px(@xR)=Q(P.R)—R(P.Q)

|k
QXR=|q1 q qs|=(qr3—12q3, q173 —11q3, 1142 — q172)
n T 1
L [ J k #10 - CHECMA MONTALVO
Px@x>R) = p P2 P3 JESUS VIDAL

q13 — 143 (4173 — 143z T1q; — 411

P x (6 X R—)) = l(p;(nq; —A(hrz) + p3(qurs —11q3)) — J(p1 (1192 — q112) + p3(qars
—12q3)) — k(p1(q173 —11q3) + D2(q273 — 1243))

P x ((3>< R) = (por1q; — P2qiT2 + D3 Qi3 — P3sTiqs — Piniqz + P1qity + D3qaTs
— DP3nq3 — P1 @173 + D111qs + D2q2T3 — P2T2qs3)

P x (6 X R) = (p211q2 — P2q172 + D3 173 — P3711q3 + q171 1 — Q171 P1 s
—Dinqz2 T P1qiT2 + P3q213 — DP312q3 + G2 — 212Dz,
—P1q173 + P1Nqs + P2qaT3 — PaTaqs + q3T3q3 — q373P3)

P x (@ X R) = (p211q2 — P2G172 + GuT1 D1, P171G2 + D3qaTs + Q272G , P171G5 + D273
+ qsm3p3) + (—P2r1qz — P3Tiqs — Q171 P, — P1qaT2 — P312q3
— q212P2, — P1q1T3 — P2q2T3 — q3T3D3)

P x (Q XR) = (q1,92,93) (0111 + D212 + p3r3) — (11, 12, 13) (P11 + D292 + P3q3)

Se sabe que :

P.R = (pi1y + par2 + p3r3)

ﬁ-Q = (q1 + 292 + 0393)

+Px (QxR)=Q(P.R)-R(P.Q)
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Si el modulo de la suma de los vectores es V10 y 4°=v3, B'=3.

Hallar el producto escalar 4™ - B

Solucion:

Dado que necesitamos el coseno del dngulo entre los vectores para hallar el producto
escalar, aplicamos ley de cosenos para hallar tal incdgnita:

A+ B =V|A' P+ |B|? +2|A4||B|cos8

J10 V3 +32 +2(V3) (3)cosB
10 = 3+9+2(V/3)(3)cosé
#11 - CHURA YUPA

10 = 124643 cosh FRANKLIN ALFRED
-2 = EJE cosd

2
cosll =
3

-1
scosf =
3

Ahora teniendo el coseno del angulo entre los vectores, hallamos lo pedio en el
problema:

A B= |4|Blcost
A B = (@@3)E)—

33
A B=—1

Entonces el producto escalar de los vectores de -1.
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Se pide demostrar que, si el modulo de la sumay la diferencia de dos vectores en el espacio son
iguales, entonces los vectores en el espacio son perpendiculares. Hacer por componentes.

SOLUCION:

. #13 - COAQUIRA IDME
Condicion: |A-B| = |A+B| TAYLOR YAMPIER
Por ser vectores en el espacio:

A=(Ay, Ay A,) , B =(B,,B,,B,)

|A,— By, A, —B,,A,— B,|=| Ay + B, ,A, +B,,A, + B, |

VA= B+ (4, =B+ (4, — B)?= (A + BO*+ (4, +B,)? + (4, + B,)?
A+B%- 2A,B+A, P +B,,%- 2A, B, + A,*+B,%- 2A,B, = A,*+B,*+ 2A, B, +A,*+B,, >+ 2A,B, + A,*+B,"+ 2A,B,
- 2A,B,- 2A,B,- 2A,B, = 2A, B+ 2A,B,+ 2A,B,
-44,B,- 44,B,- 44,B, =0
AB  +A B, +A,B, =0, (1)
Sabemos:
AB =AB +AB, +A,B, oo 2)
De (1) y (2): si el producto escalar de 2 vectores es 0, son perpendiculares.
AB =AB +A,B, +4,B,
0

- —

A-B-=-o0

RPTA. - Como su producto escalar es 0 entonces queda
demostrado que son perpendiculares.
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A) Hallar todos los puntos D que pueden ser el cuarto vértice del paralelogramo

formado por los otros tres vértices A=(1,0,1), B=(-1,1,1) Y C=(2,-1,2).

B) También hallar el area del triangulo ABC.

DATOS:

A=(1,0,1)
B=(-1,1,1)
C=(2,-1,2)
D=¢?
SOLUCION:

1.

CASO 1 CASO 2

Usamos la propiedad de los paralelogramos en el caso 1.

m

ntoncgigualamos valores de AB a CD:

AB = CD

(-2,1,0) = (X1,Y1,Z1)- (2,—-1,2)
(-2,1,0)+ (2,-1,2) = (X1,Y1,21)
(X1,Y1,Z1) = (-2—-2,1—1,0 +2) = (050N2)

|

Usamos la propiedad de los paralelogramos en el caso 2.

— —

AQ = BD

AQ=C-A=(2-12)- (1L0)=(2-1,-1-02-1)= (1,-1,1)
BD = D-B = (X2,Y2,Z22) - (-1,1,1) =

Entoncingualamos valores de AC a BD:

AC = BD #19 - LLANOS TICONA
(1,-1,1)= (x2,Y2,22) - (-111) BLANCA ROSARIO

(1,-1,1) + (-1,1,1) = (X2,Y2,22)
(X2,Y2,722) = (-1+1,1—-1,1+1) = (0102)

En conclusion, obtenemos el mismo valor del punto en ambos casos.

Hallamos el area del triangulo formado por ABC.

. — —>
Area de triangulo = % ||AB * AC||

Calculamos los vectores AB y AC.

—>

AB =B-4=(-1,1,1)-((101)=(-1-1,1-01-1)= (-2,1,0)
—>

AC =C-4=(2,-1,2)-101)=2-1,-1-0,2—-1)= (1,-1,1)
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6. Calculamos el producto cruzado AB * CD.

| i j k|
-2 1 0 |
| 1-1 1 |
ABxAC=1i] 1 0|—jl-2 0|+k|-2 1
-1 1 |1 1 |1 -1]

— —
AB = AC = (1,2,1)

7. Hallamos la magnitud del producto cruzado:
— —>

AB « AC = (1,2,1)
— —

[|AB * AC|| = {/(x% + y2 + z2)
— —>

|IAB = AC|| = V12 + 22 + 12
— —

#19 - LLANOS TICONA

lAB « AC]| =V1+ 4 +1 BLANCA ROSARIO
|14B * AC|| = V6

8. Al final obtenemos:

. — —
Area de tridngulo = % ||AB * AC||

Area de triangulo = % \/g
V6
2

Area de triangulo =
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Si el mdédulo de la suma de los vectores Ay B es 8 los mddulos de A=5 y B=10. Hallar el modulo
de la diferencia de los vectores.

-

A+BE=8 A=5 y B=10

A— B= A%+ B2—2AB Cos6

A+ B = A2+ B2 +2AB Cos0
Reemplazamos

Reemplazamos:

—

A— B =./52 4102 —2(10)(5)Cos6

8 = /52 + 102 + 2(5)(8)Cos6

A— B =+/25+ 100 — 200Co0s6
64 = 25+ 100 + 200C0s6

N 61
—61 = 200Co0s8
A— B= [125—200(——
\/ ( 200)
Cost -61
0SU = —— — —
200 A— B = V186

#20 - MACHACA CAHUANA
GIANMARCO ALAIN BRUNO
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Probar que dos vectores cualesquiera de un espacio, verifica la identidad:

- —,2 - —,2

|A+B| — |A - B| =44 -B
SOLUCION:

Mediante producto escalar se llega a lo siguiente:

|A+B| = A% +24 - B+ B?

- — 2 >

|A — B = A*> — 24 - B+B?
>>>> Operando:

— A2+ 24xB?> — A2+ 24xB — B?

|A+B|" - |A-B| =44-B

#21 - MAMANI MACHACA
JHON DEYVIS ROMARIO
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La figura muestra 3 vectores A, B, C . Calcule la magnitud del vector D
siA+B+C+D=0

IE:

=y
[s¥T]

#22 - MAYTA GUZMAN

FABRICIO
Solucion:

' Propiedad:
z

V
//

-

Po I7= PF - Po
Determinar A,B,C

A+B+C+D=0
(a,a,a) + (—a,0,a) + (0,—a,a) + D=0
(0,0,3a) + D = (0,0,0)
>D =(0,0,—3) = 0i + 0j — 3k
> |D| = |-3ak| = 3a
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Dado los vectores
A=3i+2j+10k; B=-10i+7j—k; ¢=i—-9j—k

Hallar el vector unitario i sise sabe que el vector unitario puy de la resultante de los tres vectores satisface
relacion.

_,+13_,_57i 21k
HR H= 5 5
RESOLUCION:
R=4+B+C=(-6,0,8)
|R|=|A+B+C|=v62+0+82=10
_. R /-6,08 3,4 #23 - MESTAS LIPA
H =:=< )=(__r ;_)
*7IR| 10 57’5 CRISTHIAN ANDRE
i 21k
MR+13[1= ,O,T
( 0 )+13*— 021k
5’5 F="5""75
Comprobando:
ﬁ_(12,0,5):>|ﬁ|_ 122452 /169
F="713 M= 17132 = |169
Respuesta:

12i 5k

F=13713
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Dado los vectores P = (2; —1;1), Q = (-1;2;2) y R = (1; —2; a). Cuanto
debe Valer a para que los vectores asean coplanares.

SOLUCION:

Condicion de coplanaridad:

#24 - MONROY QUISPE

B.(GxER)=0
MARICARMEN

Producto cruzado Q X R:

Calculando cada determinante:

e Parat:
2a — (—4) = 2a + 42a — (—4)
=2a+ 42a — (—4)

=2a+4

e Paraj:
(-D(@) - 2)AD) = —a-2(-D(a) - (2)(D)
=—a—2(-D(a) - (D)

=—a-2

o Parak:

(-D(-2) - @) =2-2=0(-D)(-2) - (1) =2 -2
= 0(-1)(-2) - (D)
=2-2
=0
Entonces producto cruzado es:
QxR=2a+4-a-20)
Producto punto P.(Q x R):
P.(GxF) =0
(2; —1;1) (2a + 4, —a — 2,0)=0
22a+4) + (-1)(~a—2)+1(0) =0
2a+4)+(@+2)=0
4a+8+a+2=0
5a+10 =0

a=-2
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Para que valores de “m” € R, el vector [m ,—m, i(m — 1)] es unitario.
SOLUCION:

A= (m ,—m, i(m - 1)) sera unitario si

4] =1
2 2 4 (1L ’
m? + (-my? + (on = D) =1 #28 - QUIRO ARGUEDAS
2 ROBERT HERALDO
2m? + =12
16
33m?-2m+1=16
33m?-2m-15=0
Usando formula general x = W obtenemos

GOk J(=2)2 —4(33)(-15)

2(33)
n1:1i4ﬁﬁ
33
RESPUESTA:
1+ 431

para que el vector [m ,—m, %(m — 1)] sea unitario.

“m” debe ser igual a 33
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“‘All

Dado los vectores: a (2,1,-3) y b (1,0,-2), hallase un vector unitario que sea
perpendicular a ambos.

AXB=|i | k
2 1 -3
1 0 -2

AXB=i(1.(-2)-(-3).0) =j(2.(-2) = (-3).1) + k (2.0 - 1.1)
AXB=i(-2-0)-j(-4+3)+k(0-1)

AXB=-2i+j-k
#30 - RAMOS BARRIOS

AXB=(-2,1,1
{ ] GISELA ROSAURA

A X BIl =,/ (=2)2 + 12 + (—1)?

HAXBI=vEF1+1
1A X BIl =6
AXB (211 2. 1 -1

U= laxen_ Ve Ve Vel Ve
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Halle & y |.-’-1|para que la resultante de los 3 vectores mostrados sea nula.

si |B| = 7uy |é| = 25u )

A
/
!

s"

Primero realizamos una descomposicion vectorial:

¥) #31 - RAMOS VILCA
T FRANCY JIMENA

De la ley de Senos:

A _ B _ C
Sen(82°—a) Sen(8°+a) Sen90°

Ahora buscamos despejar a a partir de By C:

7 21
Sen(®+ta) 1
Sen(8°+ a) = l
25
a=8°
Evaluamos la expresion en Ay C:
A _ B A= 24
Sen74° Sen90° 25
A=24u

~25
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Si el mddulo de un vector es A=2 y el otro es de doble magnitud B=2A, si el angulo que

forman dichos vectores es 120°. Hallar el médulo de la suma de los vectores.

A
B
S
|A|=2;|B|=2|A|=2%*2 #32 - TIPO CATUNTA
ROY JESUS ALDAIR
|B| =4
0 =120°

|A+B| = 22 + 42 + 2 % 2 x 4c05120

Rpta: |4+ 5| =2/3
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Demostrar que:

AxBxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0

Solucion:

Usaremos una propiedad de vectores:
Px(QxR)=(P-R)Q-(P QR

Luego operamos cada sumado por separado:
Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C
Bx(CxA)=(B-A)C-(B-C)A
Cx(AxB)=(C-B)A-(C-A)B

Sumando miembro a miembro y sabiendo que: (P - R) = (R - P)
Ax(BxC)xBx(CxA)+Cx(AxB)=
(A-C)B-(A-B)C+(A-B)C-(B-C)A+(B-C)A-(A-C)B=0

#35 - ZELA CCAPA ELVIS



