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Hallar el volumen del paralelepípedo cuyas aristas son:  

𝑷   =  𝟏, 𝟐, −𝟏                      𝑸   =  𝟑, 𝟒, −𝟔                       𝑹   =  𝟐, 𝟏, −𝟑  

 

 

 𝑽𝑶𝑳 =  𝑹    𝑸   × 𝑹      

Solución: Usamos el producto triple 

 

 

  
𝟏 𝟐 −𝟏
𝟑 𝟒 −𝟔
𝟐 𝟏 −𝟑

  

  
𝟏 𝟐 −𝟏
𝟑 𝟒 −𝟔

  

 

 −𝟏𝟐 − 𝟑 − 𝟐𝟒 −  −𝟖 − 𝟔 − 𝟏𝟖  

 

 −𝟑𝟗 −  −𝟑𝟐  

 

 −𝟑𝟗 + 𝟑𝟐 

 

 Volumen =  −𝟕 = 𝟕 

#2 - ARELA APAZA 

DARIO JOSE 
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#3 - ARISACA TORRES 

MARK GREGORY 

Construir un vector de módulo 5 y sea perpendicular a los vectores (1,-1,0) y (0,1,-1). 

Solución: 

Sea el vector: 
𝐵
 =  𝐵1; 𝐵2; 𝐵3  

 𝐵1
2 + 𝐵2

2 + 𝐵3
2 = 5 

𝐵
  .  1, −1,0 = 0            ;  𝐵1 − 𝐵2 = 0           ; 𝐵1 = 𝐵2 

𝐵
  .  0,1, −1 = 0            ;  𝐵2 − 𝐵3 = 0           ; 𝐵2 = 𝐵3 

Remplazando en (1): 

𝐵1
2 + 𝐵2

2 + 𝐵3
2 = 25     ,         𝐵1 =

5

 3
 

Entonces: 
𝐵
 =

5

 3
(1,1,1) 
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#4 - BENAVENTE LEON 

SHAIN JERSON 

𝐔𝐧 𝐨𝐛𝐣𝐞𝐭𝐨 𝐞𝐟𝐞𝐜𝐭𝐮𝐚 𝐮𝐧 𝐝𝐞𝐬𝐩𝐥𝐚𝐳𝐚𝐦𝐢𝐞𝐧𝐭𝐨 𝑩   = (𝟖, -2,1) partiendo del 

punto  𝑨    =(2,5,1). Hallar las coordenadas de su nueva posición. 

 

Solución: 

  

 

            

 

Por la suma de 𝑨   + 𝑩     

                                𝑨   + 𝑩   =  𝟐, 𝟓, 𝟏 +  𝟖, −𝟐, 𝟏  

                                                                (𝟏𝟎, 𝟑, 𝟐) 

                                                             

 

 

  

Z 

𝑨    =(2,5,1). 

𝑹     

X 

Y 
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#5 - BENITO CHAMBI 

MIGUEL ANGEL 

Dado los vértices de un triángulo 𝐴 =  1,1,1  , 𝐵  =  1, −1,1  , 

 𝐶 =  −2,1, −1 . Halle el ángulo que hacen los vectores 𝐴𝐵         𝑦 𝐴𝐶      . 

SOLOUCION:  

 

 

 

 

 

 

 

1. Analizamos 𝐴𝐵       y hallamos su modulo. 

 𝐴𝐵      = 𝐵  − 𝐴 =  1, −1,1 −  1,1,1 =  0, −2,0  

 

 𝐴𝐵       =  02 +  −2 2 + 02 = 2 

2. Analizamos 𝐴𝐶       y hallamos su modulo. 

 𝐴𝐶      = 𝐶 − 𝐴 =  −2,1, −1 −  1,1,1 =  −3,0, −2  

 

 𝐴𝐵       =  (−3)2 + 02 + (−2)2 =  13 

3. Aplicamos el producto escalar: 

𝐴𝐶      ∙ 𝐴𝐵      =  𝐴𝐶        𝐴𝐵       cos 𝜃 

 

cos 𝜃 =
𝐴𝐶      ∙ 𝐴𝐵      

 𝐴𝐶        𝐴𝐵       
=

  0.  −3  + ( −2 . 0) + (0.  −2 ) 

2 13
= 0 

 

cos 𝜃 = 0 

❖ 𝜃 = 90° 



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO - PUNO 
 

 

  

Dado los vectores 𝐴     =  1,1,1 , 𝐵     =  −1, −𝑎, 𝑎  𝑦  𝐶    = (𝑎, 1, −𝑎) ¿Cuál es el valor de 

a para que el volumen definido por los tres vectores de igual a 7?  

Solución: 

El volumen de un paralelepípedo formado por tres vectores se encuentra mediante el 

producto mixto de los vectores:  𝑉 =∣ 𝐴 ⋅ (𝐵 × 𝐶) ∣ 

Paso 1: Calcular el producto cruz 𝑩 × 𝑪:  

𝐵 × 𝐶 =  
𝑖 𝑗 𝑘

−1 −𝑎 𝑎
𝑎 1 −𝑎

  

𝐵 × 𝐶 = 𝑖   −𝑎)(−𝑎) − (1)𝑎 − 𝑗    −1  −𝑎 −  𝑎  𝑎  + 𝑘   (−1)(1) − (−𝑎)(𝑎)  

𝐵 × 𝐶 = 𝑖(𝑎2 − 𝑎) − 𝑗(𝑎 − 𝑎2) + 𝑘(−1 + 𝑎2)  

Simplificando: B×C=(a2−a, a2−a, a2−1)  

Paso 2: Calcular el producto punto:  𝑨 ⋅ (𝑩 × 𝑪): 

A⋅ B×C = 1,1,1 ⋅  𝑎2−a, 𝑎2−a, 𝑎2−1) 

A⋅ B×C = 1   𝑎2−a)+(1)( 𝑎2−a)+(1)( 𝑎2−1)  

A⋅ B×C =3𝑎2−2a−1 

 

Paso 3: Resolver ambas ecuaciones: 

Para la primera ecuación: 

3𝑎2−2a−1−7=0  

3𝑎2−2a−8=0 

Aplicando la fórmula cuadrática: 

a =
−b± 𝑏2−4ac

2𝑎
=

−(−2)± (−2)2−4(3)(−8)

2(3)
=

2± 4+96

6
=

2± 100

6
=

2±10

6
 

Esto da dos soluciones: 

a1=2   ,   a2=-4/3 

#8 - CCAPA ANCCO 

GIAMPIER LITMAR 



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO - PUNO 
 

 

  

Demostrar usando componentes: 

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)     = 𝑄  (𝑃  . 𝑅)     − 𝑅  (𝑃  . 𝑄)      

𝑄  × 𝑅  =  
𝑙 𝐽 𝑘 

𝑞1 𝑞2 𝑞3

𝑟1 𝑟2 𝑟3

 =  𝑞2𝑟3 − 𝑟2𝑞3,  𝑞1𝑟3 − 𝑟1𝑞3, 𝑟1𝑞2 − 𝑞1𝑟2  

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)       =  
𝑙  𝐽 𝑘 

𝑝1  𝑝2 𝑝3

𝑞2𝑟3 − 𝑟2𝑞3  𝑞1𝑟3 − 𝑟1𝑞3 𝑟1𝑞2 − 𝑞1𝑟2

  

 

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)     =  𝑙 (𝑝2(𝑟1𝑞2 − 𝑞1𝑟2)  +  𝑝3( 𝑞1𝑟3 − 𝑟1𝑞3)) −  𝐽 (𝑝1(𝑟1𝑞2 − 𝑞1𝑟2) + 𝑝3(𝑞2𝑟3

− 𝑟2𝑞3))  −  𝑘 (𝑝1( 𝑞1𝑟3 − 𝑟1𝑞3)  +  𝑝2(𝑞2𝑟3 − 𝑟2𝑞3))   

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)     = (𝑝2𝑟1𝑞2  −  𝑝2𝑞1𝑟2  +  𝑝3 𝑞1𝑟3 −  𝑝3𝑟1𝑞3 −   𝑝1𝑟1𝑞2  +  𝑝1𝑞1𝑟2  +  𝑝3𝑞2𝑟3  
−  𝑝3𝑟2𝑞3  −  𝑝1 𝑞1𝑟3  +  𝑝1𝑟1𝑞3 +  𝑝2𝑞2𝑟3  −  𝑝2𝑟2𝑞3)  

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)     = (𝑝2𝑟1𝑞2 − 𝑝2𝑞1𝑟2 + 𝑝3 𝑞1𝑟3 − 𝑝3𝑟1𝑞3 + 𝑞1𝑟1  𝑞1 − 𝑞1𝑟1 𝑝1 ,
− 𝑝1𝑟1𝑞2  +  𝑝1𝑞1𝑟2  +  𝑝3𝑞2𝑟3  −  𝑝3𝑟2𝑞3  + 𝑞2𝑟2𝑝2 − 𝑞2𝑟2𝑝2 ,
− 𝑝1 𝑞1𝑟3  +  𝑝1𝑟1𝑞3 +  𝑝2𝑞2𝑟3  −  𝑝2𝑟2𝑞3  +  𝑞3𝑟3𝑞3  −  𝑞3𝑟3𝑝3)   

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)     = (𝑝2𝑟1𝑞2 − 𝑝2𝑞1𝑟2 + 𝑞1𝑟1 𝑝1  , 𝑝1𝑟1𝑞2 + 𝑝3𝑞2𝑟3 + 𝑞2𝑟2𝑞2 , 𝑝1𝑟1𝑞3 + 𝑝2𝑟2𝑞3

+ 𝑞3𝑟3𝑝3) + ( −𝑝2𝑟1𝑞2 − 𝑝3𝑟1𝑞3 − 𝑞1𝑟1 𝑝1 , − 𝑝1𝑞1𝑟2 − 𝑝3𝑟2𝑞3

−  𝑞2𝑟2𝑝2, − 𝑝1𝑞1𝑟3 −  𝑝2𝑞2𝑟3 − 𝑞3𝑟3𝑝3)       

𝑃  × (𝑄  × 𝑅)     =  (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)(𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2 + 𝑝3𝑟3) − (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3)(𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3) 

Se sabe que : 

𝑃  . 𝑅  =  𝑝1𝑟1 + 𝑝2𝑟2 + 𝑝3𝑟3  

𝑃  . 𝑄  = (𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3) 

 𝐏   × (𝐐   × 𝐑)     = 𝐐   (𝐏   . 𝐑)     − 𝐑   (𝐏   . 𝐐)      

#10 - CHECMA MONTALVO 

JESUS VIDAL 
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#11 - CHURA YUPA 

FRANKLIN ALFRED 
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Se pide demostrar que, si el módulo de la suma y la diferencia de dos vectores en el espacio son 

iguales, entonces los vectores en el espacio son perpendiculares. Hacer por componentes. 

SOLUCION: 

Condición:                                     |𝐴 -𝐵  | =  |𝐴 +𝐵  | 

Por ser vectores en el espacio: 

                    𝐴  = (𝐴𝑥 , 𝐴𝑦 , 𝐴𝑧)                        ;  𝐵  = (𝐵𝑥 , 𝐵𝑦 , 𝐵𝑧)                  

    | 𝐴𝑥 −  𝐵𝑥  , 𝐴𝑦 − 𝐵𝑦  , 𝐴𝑧 −  𝐵𝑧  | = | 𝐴𝑥 +  𝐵𝑥  , 𝐴𝑦 + 𝐵𝑦  , 𝐴𝑧 +  𝐵𝑧  | 

        (𝐴𝑥 −  𝐵𝑥)2 + ( 𝐴𝑦 − 𝐵𝑦  )2 + (𝐴𝑧 −  𝐵𝑧)2 =    (𝐴𝑥 +  𝐵𝑥)2 + ( 𝐴𝑦 + 𝐵𝑦  )2 + (𝐴𝑧 + 𝐵𝑧)2    

 𝐴𝑥
2+𝐵𝑥

2- 2𝐴𝑥𝐵𝑥+𝐴𝑦
2+𝐵𝑥𝑦

2- 2𝐴𝑦𝐵𝑦  + 𝐴𝑧
2+𝐵𝑧

2- 2𝐴𝑧𝐵𝑧  = 𝐴𝑥
2+𝐵𝑥

2+ 2𝐴𝑥𝐵𝑥+𝐴𝑦
2+𝐵𝑥𝑦

2+ 2𝐴𝑦𝐵𝑦  + 𝐴𝑧
2+𝐵𝑧

2+ 2𝐴𝑧𝐵𝑧   

- 2𝐴𝑥𝐵𝑥 - 2𝐴𝑦𝐵𝑦 - 2𝐴𝑧𝐵𝑧  =  2𝐴𝑥𝐵𝑥+ 2𝐴𝑦𝐵𝑦+ 2𝐴𝑧𝐵𝑧  

    - 4𝐴𝑥𝐵𝑥 - 4𝐴𝑦𝐵𝑦 - 4𝐴𝑧𝐵𝑧   = 0 

               𝐴𝑥𝐵𝑥  + 𝐴𝑦𝐵𝑦  + 𝐴𝑧𝐵𝑧   = 0……………………  (1) 

Sabemos:  

                                              𝐴 .𝐵    = 𝐴𝑥𝐵𝑥  + 𝐴𝑦𝐵𝑦  + 𝐴𝑧𝐵𝑧   ……………..(2) 

De (1) y (2): si el producto escalar de 2 vectores es 0, son perpendiculares. 

                                              𝐴 .𝐵    = 𝐴𝑥𝐵𝑥  + 𝐴𝑦𝐵𝑦  + 𝐴𝑧𝐵𝑧    

                                                                          0 

                                                           𝑨   · 𝑩     = 0 

RPTA. - Como su producto escalar es 0 entonces queda 

demostrado que son perpendiculares. 

#13 - COAQUIRA IDME 

TAYLOR YAMPIER 
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A) Hallar todos los puntos D que pueden ser el cuarto vértice del paralelogramo 

formado por los otros tres vértices A= (1,0,1), B= (-1,1,1) Y C= (2,-1,2). 

 

B) También hallar el área del triángulo ABC. 

DATOS: 

A= (1,0,1) 

B= (-1,1,1)  

C= (2,-1,2) 

D= ¿? 

SOLUCIÓN: 

1. Usamos la propiedad de los paralelogramos en el caso 1. 

 

Entonces igualamos valores de AB a CD: 
𝐴𝐵 =  𝐶𝐷 
 −2, 1, 0 =   𝑋1, 𝑌1, 𝑍1 –   2, −1, 2  
 −2, 1, 0 +   2, −1, 2 =   𝑋1, 𝑌1, 𝑍1  
 𝑋1, 𝑌1, 𝑍1 =   −2 − 2, 1 − 1, 0 + 2 =   0, 0, 2  

 

2. Usamos la propiedad de los paralelogramos en el caso 2. 
𝐴𝐶 =  𝐵𝐷 

𝐴𝐶 =  𝐶 −  𝐴 =   2, −1,2 −   1,0,1 =   2 − 1, −1 − 0, 2 − 1 =   1, −1, 1  

𝐵𝐷 =  𝐷 –  𝐵 =   𝑋2, 𝑌2, 𝑍2 −   −1,1,1 = ¿ 

 

Entonces igualamos valores de AC a BD: 
𝐴𝐶 =  𝐵𝐷 
 1, −1, 1 =   𝑋2, 𝑌2, 𝑍2 −   −1,1,1  
 1, −1, 1 +   −1,1,1 =   𝑋2, 𝑌2, 𝑍2  
 𝑋2, 𝑌2, 𝑍2 =   −1 + 1, 1 − 1, 1 + 1 =   0,0,2  

 

3. En conclusión, obtenemos el mismo valor del punto en ambos casos.  

 

4. Hallamos el área del triángulo formado por ABC. 

 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =  ½   𝐴𝐵 ∗  𝐴𝐶   

 

5. Calculamos los vectores AB y AC. 

𝐴𝐵 =  𝐵 –  𝐴 =   −1, 1, 1 −   1, 0, 1 =   −1 − 1, 1 − 0, 1 − 1 =   −2, 1, 0  

𝐴𝐶 =  𝐶 –  𝐴 =   2, −1, 2 −   1, 0, 1 =   2 − 1, −1 − 0, 2 − 1 =   1, −1, 1  

 

6. Calculamos el producto cruzado AB * CD. 

 

C 

B 

D B D 

C A A 

CASO 2 CASO 1 

#19 - LLANOS TICONA 

BLANCA ROSARIO 
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6. Calculamos el producto cruzado AB * CD. 

 

𝐴𝐵 ∗  𝐴𝐶 =           𝑖     𝑗     𝑘     

                             − 2    1    0    | 

                                  1 − 1    1   | 

 

𝐴𝐵 ∗ 𝐴𝐶 = 𝑖       1   0 − 𝑗 −2   0 + 𝑘 −2   1  

                         −1     1           1     1          1 − 1  

 

𝐴𝐵 ∗  𝐴𝐶 =   1, 2, 1  

 

7. Hallamos la magnitud del producto cruzado: 

𝐴𝐵 ∗  𝐴𝐶 =   1, 2, 1  

  𝐴𝐵 ∗ 𝐴𝐶  =   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  

  𝐴𝐵 ∗ 𝐴𝐶  =  12 + 22 + 12 

  𝐴𝐵 ∗ 𝐴𝐶  =  1 + 4 + 1 

  𝐴𝐵 ∗ 𝐴𝐶  =  6 

8. Al final obtenemos:   

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =  ½   𝐴𝐵 ∗  𝐴𝐶   

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =  ½  6 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =
 6

2
 

 

 

 

  

#19 - LLANOS TICONA 

BLANCA ROSARIO 
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO 
Escuela profesional de Ingeniería de Sistemas 
 

Si el módulo de la suma de los vectores A y B es 8 los módulos de A=5 y B=10. Hallar el modulo 

de la diferencia de los vectores. 

𝐴 + 𝐵  = 8 𝐴 = 5    𝑦   𝐵  = 10 

𝑨   +  𝑩   =   𝑨𝟐 +  𝑩𝟐 + 𝟐𝑨𝑩 𝑪𝒐𝒔𝜽 

Reemplazamos: 

8 =  52 + 102 + 2(5)(8)𝐶𝑜𝑠𝜃 

64 = 25 +  100 + 200𝐶𝑜𝑠𝜃 

−61 = 200𝐶𝑜𝑠𝜃 

𝐶𝑜𝑠𝜃 =
−61

200
 

 

𝑨   −  𝑩   =   𝑨𝟐 +  𝑩𝟐 − 𝟐𝑨𝑩 𝑪𝒐𝒔𝜽 

Reemplazamos 

𝐴 −  𝐵  =  52 + 102 − 2(10)(5)𝐶𝑜𝑠𝜃 

𝐴 −  𝐵  =  25 + 100 − 200𝐶𝑜𝑠𝜃 

𝐴 −  𝐵  =  125 − 200(−
61

200
) 

𝑨   −  𝑩   =   𝟏𝟖𝟔 

 

#20 - MACHACA CAHUANA 

GIANMARCO ALAIN BRUNO 
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Probar que dos vectores cualesquiera de un espacio, verifica la identidad: 

 𝐴 + 𝐵   
2

 −   𝐴  −  𝐵   
2

=  4𝐴  ∙  𝐵    

SOLUCIÓN: 

Mediante producto escalar se llega a lo siguiente: 

 𝐴 + 𝐵   
2

 =  𝐴 2  + 2𝐴  ∙  𝐵  + 𝐵  2 

 𝐴  −  𝐵   
2

 =  𝐴 2  −  2𝐴  ∙  𝐵  + 𝐵  2 

>>>> Operando:   

 𝐴 + 𝐵   
2

 −   𝐴  −  𝐵   
2

 =  𝐴2 +  2𝐴  𝑥 𝐵  2  −  𝐴2 +  2𝐴  𝑥 𝐵   −  𝐵2 

 𝑨   + 𝑩    
𝟐

 −   𝑨    −  𝑩    
𝟐

=  𝟒𝑨    ∙  𝑩    
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𝐋𝐚 𝐟𝐢𝐠𝐮𝐫𝐚 𝐦𝐮𝐞𝐬𝐭𝐫𝐚 𝟑 𝐯𝐞𝐜𝐭𝐨𝐫𝐞𝐬 𝐀, 𝐁, 𝐂 . 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥𝐞 𝐥𝐚 𝐦𝐚𝐠𝐧𝐢𝐭𝐮𝐝 𝐝𝐞𝐥 𝐯𝐞𝐜𝐭𝐨𝐫 𝑫     

𝒔𝒊 𝑨   + 𝑩   + 𝑪   + 𝑫   = 𝟎  

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

Propiedad: 

 

 

Determinar A,B,C 

                    𝑨   =  𝒂, 𝒂, 𝒂   

                      𝑩   =  −𝒂, 𝟎, 𝒂  

                      𝑪   = (𝟎, −𝒂, 𝒂) 

Por Dato  

                                𝑨   + 𝑩   + 𝑪   + 𝑫   = 𝟎 

                                                         𝒂, 𝒂, 𝒂 +  −𝒂, 𝟎, 𝒂 +  𝟎, −𝒂, 𝒂 + 𝑫   = 𝟎 

                                                                𝟎, 𝟎, 𝟑𝒂 + 𝑫   = (𝟎, 𝟎, 𝟎) 

                                                                𝑫   =  𝟎, 𝟎, −𝟑 = 𝟎𝒊 + 𝟎𝒋 − 𝟑𝒌  

                                                                𝑫 =  −𝟑𝒂𝒌  = 𝟑𝒂 
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Dado los vectores  

𝑨   = 𝟑𝒊 + 𝟐𝒋 + 𝟏𝟎𝒌 ;  𝑩   = −𝟏𝟎𝒊 + 𝟕𝒋 − 𝒌 ;  𝒄  = 𝒊 − 𝟗𝒋 − 𝒌   

Hallar el vector unitario 𝜇  si se sabe que el vector unitario 𝜇𝑅      de la resultante de los tres vectores satisface la 

relación. 

𝝁𝑹      + 𝟏𝟑𝝁   =
𝟓𝟕𝒊 

𝟓
−

𝟐𝟏𝒌 

𝟓
 

RESOLUCION: 

𝑹   = 𝑨   + 𝑩   + 𝑪   =  −𝟔, 𝟎, 𝟖  

 𝑹    =  𝑨   + 𝑩   + 𝑪    =  𝟔𝟐 + 𝟎 + 𝟖𝟐 = 𝟏𝟎 

𝝁𝑹      =
𝑹   

 𝑹    
=  

−𝟔, 𝟎, 𝟖

𝟏𝟎
 =  −

𝟑

𝟓
, 𝟎,

𝟒

𝟓
  

𝝁𝑹      + 𝟏𝟑𝝁   =
𝟓𝟕𝒊 

𝟓
, 𝟎,

𝟐𝟏𝒌 

𝟓
 

 −
𝟑

𝟓
, 𝟎,

𝟒

𝟓
 + 𝟏𝟑𝝁   =

𝟓𝟕𝒊 

𝟓
, 𝟎,

𝟐𝟏𝒌 

𝟓
 

Comprobando: 

𝝁   =
 𝟏𝟐, 𝟎, 𝟓 

𝟏𝟑
⇒  𝝁    =  

𝟏𝟐𝟐 + 𝟓𝟐

𝟏𝟑𝟐
=  

𝟏𝟔𝟗

𝟏𝟔𝟗
= 𝟏 

Respuesta: 

𝝁   =
𝟏𝟐𝒊 

𝟏𝟑
+

𝟓𝒌 

𝟏𝟑
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 Dado los vectores 𝑷   = (𝟐;  −𝟏; 𝟏), 𝑸   = (−𝟏; 𝟐; 𝟐) y 𝑹   = (𝟏;  −𝟐; 𝒂). Cuanto 

debe Valer 𝒂 para que los vectores asean coplanares. 

SOLUCIÒN: 

Condición de coplanaridad: 

𝑷   .  𝑸   × 𝑹    = 𝟎 

Producto cruzado 𝑸   × 𝑹   : 

𝑸   × 𝑹   =  
𝒊 𝒋 𝒌

−𝟏 𝟐 𝟐
𝟏 −𝟐 𝒂

 

Calculando cada determinante: 

• Para 𝑖 :   

2𝑎 −  −4 = 2𝑎 + 42𝑎 −  −4  

= 2𝑎 + 42𝑎 −  −4  

= 2𝑎 + 4 

• Para 𝑗 :  

 −1  𝑎 −  2  1 = −𝑎 − 2 −1  𝑎 −  2  1  

= −𝑎 − 2 −1  𝑎 −  2  1  

= −𝑎 − 2 

• Para 𝑘  : 

 −1  −2 −  2  1 = 2 − 2 = 0 −1  −2 −  2  1 = 2 − 2 

= 0 −1  −2 −  2  1  

= 2 − 2 

= 0 

Entonces producto cruzado es:  

𝑸   × 𝑹   = (𝟐𝒂 + 𝟒, −𝒂 − 𝟐, 𝟎) 

Producto punto 𝑷   .  𝑸   × 𝑹    : 

𝑷   .  𝑸   × 𝑹    =  𝟎 

(𝟐;  −𝟏; 𝟏) (𝟐𝐚 + 𝟒, −𝐚 − 𝟐, 𝟎)=0 

𝟐(𝟐𝒂 + 𝟒) + (−𝟏)(−𝒂 − 𝟐) + 𝟏(𝟎) = 𝟎 

𝟐(𝟐𝒂 + 𝟒) + (𝒂 + 𝟐) = 𝟎 

𝟒𝐚 + 𝟖 + 𝐚 + 𝟐 = 𝟎 

𝟓𝐚 + 𝟏𝟎 =  𝟎     

𝐚 = −𝟐 
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1 
 

Para que valores de “m” ∈ ℝ, el vector  𝒎 , −𝒎 ,
𝟏

𝟒
 𝒎 − 𝟏   es unitario. 

SOLUCION: 

𝐴 =  𝑚 , −𝑚 ,
1

4
 𝑚 − 1   será unitario si 

 𝐴  = 1 

 𝑚2 + (−𝑚)2 +  
1

4
 𝑚 − 1  

2

  = 1 

2𝑚2 + 
𝑚2−2𝑚+1

16
  = 12 

33𝑚2 - 2m + 1 = 16 

33𝑚2 - 2m – 15 = 0 

Usando formula general 𝑥 =
−𝑏  ±  𝑏2  − 4𝑎𝑐

2𝑎
 obtenemos 

𝑚 =
−(−2) ±  (−2)2 − 4(33)(−15)

2(33)
 

m = 
1 ±4 31

33
 

RESPUESTA: 

“m” debe ser igual a 
𝟏 ± 𝟒 𝟑𝟏

𝟑𝟑
 para que el vector  𝒎 , −𝒎 ,

𝟏

𝟒
 𝒎 − 𝟏    sea unitario. 
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Si el módulo de un vector es A=2 y el otro es de doble magnitud B=2A, si el ángulo que 

forman dichos vectores es 120º. Hallar el módulo de la suma de los vectores. 

 

       𝐴  

             𝐵   

 

 

|𝐴 | = 2 ; |𝐵  | = 2|𝐴 | = 2 * 2 

|𝐵  | = 4 

ɵ = 120º 

 𝐴 + 𝐵   =   22 + 42 + 2 ∗ 2 ∗ 4𝑐𝑜𝑠120 

 
Rpta:  𝐴 + 𝐵   = 2 3 

#32 - TIPO CATUNTA 

ROY JESUS ALDAIR 



UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO - PUNO 
 

 

 

Demostrar que:  

A × (B × C) + B × (C × A) + C × (A × B) = 0 

Solución: 

Usaremos una propiedad de vectores: 

P × (Q × R) = (P ∙ R) Q - (P ∙ Q) R 

Luego operamos cada sumado por separado: 

A × (B × C) = (A ∙ C) B - (A ∙ B) C 

B × (C × A) = (B ∙ A) C - (B ∙ C) A 

C × (A × B) = (C ∙ B) A - (C ∙ A) B 

Sumando miembro a miembro y sabiendo que: (P ∙ R) = (R ∙ P) 

A × (B × C) × B × (C × A) + C × (A × B) =  

(A ∙ C) B - (A ∙ B) C + (A ∙ B) C - (B ∙ C) A + (B ∙ C) A - (A ∙ C) B=0 
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